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PREMIÈRE   PARTIE 


NOTIONS  GENERALES 

SUR  LES 

ASSURANCES-VIE 


I.  Définition  et  loi  fondamentale.  —  L'assurance-vie,  telle  que 
nous  l'envisageons  dans  cette  étude,  est  un  contrat  entre  une 
Compagnie  d'assurances  et  un  particulier,  qui  garantit  à  celui-ci 
ou  à  ses  ayants-droit,  contre  le  versement  d'une  somme  unique  ou 
annuelle,  un  capital  fixe  à  une  époque  déterminée,  ou  une  rente 
viagère. 

On  appelle  prime,  cette  somme  unique  ou  annuelle  que  paie 
l'assuré. 

Ce  contrat  est  donc  susceptible  de  différentes  combinaisons,  que 
nous  détaillerons  dans  la  suite. 

La  loi  fondamentale  sur  laquelle  repose  le  calcul  des  primes, 
s'énonce  comme  suit  :  la  prime  doit  être  exactement  proportion- 
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nelle  aux  risques;  c'est-à-dire  que  la  somme  annuelle  payée  par 
l'assuré  à  la  Compagnie,  doit  être  balancée  par  la  chance  qu'il  a 
de  toucher  ce  capital  ou  de  le  faire  toucher  par  ses  ayants-droit. 

Deux  éléments,  comme  on  le  verra,  interviennent  dans  ce 
problème  :  Le  taux  de  la  mortalité  et  le  taux  de  l'intérêt  produit 
par  le  placement  des  capitaux. 

Pour  ce  qui  nous  occupe  actuellement,  nous  admettrons  le  taux 
d'intérêt  3  °/0,  adopté  par  la  Caisse  de  Retraite  et  la  Caisse  d'Assu- 
rances de  l'Etat. 

II.  Table  de  Mortalité.  —  Les  statistiques  publiées  par  l'état 
civil  nous  apprennent  qu'au  sein  des  grandes  agglomérations 
humaines,  les  événements  naturels  se  produisent  avec  une  singu- 
lière régularité,  si  l'on  embrasse  une  période  de  temps  assez 
longue  pour  que  les  inégalités  de  détail  se  fondent  dans  l'ensemble. 
Ainsi  le  nombre  des  naissances,  des  décès,  etc.,  reste  sensiblement 
le  même  pour  des  périodes  considérables  égales  (1).  Dans  ces 
statistiques,  prenons  la  date  de  la  naissance  et  celle  du  décès  d'un 
très  grand  nombre  d'individus,  et  cataloguons  nos  recherches  en 
mettant  à  côté  de  l'âge  0  le  nombre  d'individus  étudiés,  à  côté  de 
l'âge  1  le  nombre  de  ceux  qui  ont  atteint  1  an,  à  côté  de  l'âge  2  le 
nombre  des  individus  qui  atteignent  2  ans,  etc.  Si  nos  recherches 
se  sont  multipliées  suffisamment  (2),  nous  obtiendrons  une  certi- 
tude morale  que  sur  1  000  individus,  850  environ  atteindront 
un  an,  788  deux  ans,  etc.  (3). 

Ce  catalogue  ou  barème  construit  ainsi  sur  un  grand  nombre 
d'observations,  s'appelle  Table  de  Mortalité.  Depuis  Halley,  astro- 


0)  Comme  il  s'agit  de  faits  accomplis  et  non  d'appréciations  hypothétiques, 
les  faits  ainsi  recueillis  offrent  de  très  grandes  probabilités  d'exactitude  (Cf.  La 
statistique  par  Liesse,  1905,  Paris,  p.  29). 

•     (2)  Celte  loi  a  été  exposée  dans  YArs  Conjectandi  (1713)  de  Jacques  Ber- 
nouilli. 

(3)  Voyez  à  la  fin  du  présent  ouvrage  la  table  de  mortalité,  colonne  l  .■ . 


o  — 


nome  anglais,  qui  publia  sa  table  en  1686,  les  tables  de  ce  genre 
se  sont  fort  multipliées.  Toutes  ne  s'accordent  malheureusement 
pas  :  les  unes  sont  à  mortalité  lente,  d'autres  à  mortalité  rapide, 
suivant  les  statistiques  qui  ont  servi  à  leurs  auteurs.  De  plus  les 
statistiques  vieillissent  ;  dès  lors  il  faut  constamment  les  redres- 
ser. Le  dernier  congrès  des  actuaires  tenu  à  New-York,  a  étudié 
tout  spécialement  la  question  des  statistiques  (Cf.  Bulletin  trimes- 
triel des  Actuaires  français,  décembre  1903);  et  prochainement  le 
Ve  Congrès  des  actuaires,  qui  se  réunira  à  Berlin  en  septembre 
1906,  traitera  de  l'ajustement  des  tables  de  mortalité.  (Cf.  Bulletin 
de  l'Association  des  Actuaires  belges,  15  juin  1905,  p.  232). 

Actuellement  la  plupart  des  Compagnies  ont  leurs  tables  à  elles, 
construites  et  corrigées  en  se  basant  sur  la  partie  de  la  population 
qui  forme  leur  clientèle. 

Nos  deux  institutions  nationales,  la  Caisse  Générale  de  Retraite 
et  la  Caisse  d'Assurances,  calculent  leurs  tarifs  d'après  la  table 
de  mortalité  de  Quetelet  (1872)  (1).  Mais  la  mortalité  y  est  trop 
rapide  (2).  Les  tables  dites  R.  F.  (Rentiers  Français)  et  A.  F. 
(Assurés  Français)  sont  employées  en  France.  La  table  anglaise 
dite  u  English  Life  Table  n°  3  M  „,  publiée  par  Farr  (1864),  diffère 


(*)  D'après  Liesse,  op.  cit.,  p.  25,  Quetelet  a  établi  son  "  homme  moyen  „  sur 
des  nombres  relativement  peu  élevés. 

(2)  Le  journal  La  Métropole  d'Anvers  publiait  en  1904  un  articulet  comparant 
Anvers  avec  les  autres  grandes  cités  européennes  au  point  de  vue  du  taux 
annuel  de  mortalité,  et  donnait  un  tableau  qui  indique  que  la  mort  est  en  recul 
un  peu  partout.  Sur  1  000  personnes,  le  taux  annuel  de  mortalité  était  : 

1803        1903  1803        1903 


.    .    .    21.3 
.    .    20.5 

14.2 
16.2 

.    31.4 

23.1 

Bruxelles  .    . 

.    20.8 

15.6 

.    .    23.5 

19.2 

.    21.3 

17.5 

.    .    17 

15.1 

Rotterdam    .     .    . 

.    23.8 

14.4 

Amsterdam  . 

.    .    20.2 

14 

Saint-Pétersbourg  . 

.    29.8 

21.4 

.    .    20.8 

15.3 

.    23.5 

19 

Hambourg     . 

.    .    20.4 

16.9 

—  4  — 

peu  de  la  table  de  Quetelet.  Le  30  juin  1905  paraissait  au  Moni- 
teur Belge  le  tarif  de  la  Caisse  d'Épargne  et  de  Retraite  pour  la 
réparation  des  dommages  résultant  des  accidents  de  travail.  La 
mortalité  est  calculée  au  moyen  des  recensements  décennaux  de 
la  population  du  royaume  effectués  en  1880,  1890,  1900  et  des 
listes  mortuaires  belges  des  années  1892  à  1901  (sexes  réunis). 

III.  Notions  sur  les  Probabilités.  —  La  probabilité  mathéma- 
tique d'un  événement  est  le  rapport  p  entre  le  nombre  n  des  cas 
favorables  à  son  arrivée  et  le  nombre  N  des  cas  possibles,  tous  les 
cas  possibles  étant  supposés  également  vraisemblables. 

On  a  donc  : 

n 

Soit  un  dé  à  jouer.  La  probabilité  d'amener  le  point  4  en  jetant 
1 
le  dé  au  hasard  est  »  =  F  ;  car  le  dé  a  6  faces  et  une  seule  des 

o 

6  faces  est  demandée. 
Appliquons  ce  principe  au  sujet  qui  nous  occupe. 


Quelle  probabilité  a  une  personne  d'âge  x  d!  atteindre  sa  {x  +  n)ième 
année? 

Représentons  par  lx  le  nombre  de  personnes  vivantes  d'âge  x; 
et  par  lx^n  le  nombre  de  personnes  qui  atteignent  leur  (x  -\-  n)ième 
année. 

Sur  les  lx  personnes  qui  pourraient  toutes  également  atteindre 
leur  (x  -f  n)iimc  année,  il  n'y  en  a  que  lx+n  qui  y  arrivent.  Donc  la 
probabilité  demandée,  que  nous  représenterons  avec  les  actuaires 
anglais  par  np.r,  sera 

/_ 
I 


La  probabilité  qu'a  la  même  personne,  d'âge  x,  de  mourir  avant 
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d'atteindre  (x  -\-  n)  ans,  sera,  si  on  désigne  par   |,Q.,  (')  cette 
probabilité, 

/,  -  U.  . 


S,  - 


l. 


l.c  —  Iv+n  donne  le  nombre  de  cas  favorables  au  décès  sur  les 
lx  cas  possibles. 

Remarquons  que  la  somme  de  deux  probabilités  contraires  est 
toujours  égale  à  l'unité.  Par  exemple  : 


tp,  +  UQ-  =  -f1  + 


"x+n      |      '.v  '.<  |  n 


L 


=    1 


Dès  lors,  la  probabilité  du  décès  peut  se  représenter  en  fonction 
de  la  probabilité  de  vie  : 

\»Qa    =    1  —  nPx- 

L'Espérance  Mathématique  d'un  gain  est  le  produit  de  la  valeur 
actuelle  A  de  ce  gain  par  la  probabilité  qu'on  a  de  l'obtenir  : 

e  =  Ap  =  Ajj. 

Soient  2  joueurs.  Le  premier,  s'il  jette  1  dé  et  amène  le  point  4, 
aura  la  mise  de  l'autre  plus  la  sienne.  Le  second  gagnera  l'enjeu 
total,  si  une  des  5  autres  faces  est  amenée.  Pour  que  le  jeu  soit 
équitable,  il  faut  que  le  second  mette  un  enjeu  de  5  francs  pour 
1  franc  du  premier;  car  il  a  5  chances,  tandis  que  le  premier  n'en 
a  qu'une.  L'espérance  mathématique  du  premier  est  la  somme  des 

mises  multipliée  par  la  probabilité  de  l'obtenir,  ou  (1  -J-  5)  ^  =  1. 

5 

L'espérance  mathématique  du  second  est  (5  +  1)  ^  =  5.  Le  jeu 


(*)  Le  trait  vertical  devant  n  indique  que  la  mort  arrive  avant  n  années; 
Q  est  le  symbole  de  la  probabilité  du  décès. 
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est  donc  équitable,  lorsque  la  mise  de  chacun  est  égale  à  son 
espérance  mathématique. 

Les  actuaires  se  servent  souvent  de  cette  loi,  mais  lui  donnent 
le  revêtement  suivant  :  Le  contrat  d'assurance  est  équitable,  si  la 
prime  de  rassuré  correspond  à  l'espérance  mathématique  que  lui 
donne  l'assureur. 

ha.  probabilité  d'un  événement  composé,  constitué  par  le  concours 
de  plusieurs  événements  simples,  est  égale  au  produit  des  proba- 
bilités de  chacun  d'eux. 

Soit  un  jeu  de  whist.  La  probabilité  qu'en  extrayant  2  cartes,  au 

4         3 
hasard,  on  amènera  2  as,  est  p  =  ■ES  x  r-r .  —  En  effet,  chacun 

52       ol 

des  4  cas  favorables  à  la  présentation  d'un  as  peut  s'associer 
avec  3  cas  favorables  à  la  présentation  d'un  second  as  :  il  y  a 
donc  4x3  cas  favorables  ;  d'autre  part,  chacune  des  52  cartes 
peut  s'associer  à  chacune  des  51  autres  :  les  cas  possibles  seront 

donc  52  x  51  ;  et  on  a  p  =  rs ^  . 

1         o2  x  51 

Appliquons  ces  notions  à  l'assurance  sur  deux  têtes. 

1°  Quelle  probabilité  y  a-t-il  que  deux  têtes,  l'une  d'âge  x  et  l'autre 
d'âge  y,  vivent  toutes  les  deux  dans  n  années  ? 

Désignons  par  npxy  cette  probabilité.  La  probabilité  que  la 
tête  x  vive  dans  n  années  est  npx ,  la  probabilité  que  la  tête  y  vive 
également  est  npy.  Donc  : 

/  ~—    ■  P-     X   nPy 

2°  Quelle  probabilité  y  a-t-il  que  les  deux  têtes  x  et  y  ne  vivront  plus 
dans  n  années? 

Représentons  cette  probabilité  par  |„QX,,;  nous  aurons 
I»Q*î,  =  |»Q*  x    UQ„  =  (1  —  up,)  (!  —  „/'.)• 


3°  Quelle  est  la  probabilité  qu'une  quelconque  des  deux  têtes  x  ou  y 
vivra  dans  n  années  ? 

Cette  probabilité,  représentée  par  le  symbole  np—,,  est  la 
somme  des  deux  probabilités  simples  que  x  et  y  vivent  dans 
n  années,  moins  la  probabilité  qu'ils  ont  de  vivre  ensemble  pendant 
n  années.  Donc  : 

nP.r,/    ~=    nP.c    ~T~    nVy  nPxy 

4°  Quelle  est  la  probabilité  qu'une  quelconque  des  deux  têtes  x  ou  y 
mourra  dans  la  niùme  année  (*)? 

Cette  probabilité  est  représentée  par  le  symbole  n-X\Q-,.  Elle 
est  égale  à  la  différence  entre  la  probabilité  qu'ont  les  deux  têtes 
de  vivre  dans  (n  —  1)  années  et  la  probabilité  que  les  deux  têtes 
vivront  encore  n  années  : 

n— 1  I  >c «y  n—lPxy  n£  ■'-!!' 

5°  Quelle  est  la  probabilité  que  x  sera  mort  et  que  y  vivra  dans 
n  années? 

Représentons  par  npxy  cette  probabilité  composée.  Les  deux 
probabilités  simples  sont,  l'une,  que  la  tête  x  meure  avant 
d'atteindre  sa  (x  +  w)ième  année  ou  \nQ„  =  1  —  npx;  et  l'autre, 
que  la  tête  y  vive  dans  n  années  ou  npy .  Donc  : 

»piy  =  |»Q»  X  npy  =  (1  —  npx)  (npy). 

6°  Quelle  est  la  probabilité  qu'une  quelconque  des  deux  têtes  x  ou  y 
sera  morte,  tandis  que  l'autre  vivra  dans  n  années? 


(*)  Mourir  dans  sa  108  année,  c'est  mourir  entre  l'âge  de  9  ans  accomplis  et 
de  10  ans  accomplis.  Donc  mourir  dans  sa  K'™e  année,  c'est  mourir  entre  sa 
(n  —  l)iéme  et  sa  wième  années  accomplies. 


Cette  probabilité  npi$  (*)  sera  égale  à  la  somme  des  probabi- 
lités partielles.  La  probabilité  que  x  vive  pendant  n  années  tandis 
que  y  soit  mort  avant  d'atteindre  sa  (x  -f  »)iême  années,  est 

nPx   X    |..Q  .-    =    ,  [>     (1   —  npy)    =    ;.?,  —  ,}>      • 

La  probabilité  que  y  vive  dans  n  années,  x  étant  mort,  est 
»Pv  —  np,::,.  Donc  : 

■  V         ==       I'      ~1~    nPy  —  ,  7' 

IV.  Primes  constantes.  Réserve  pour  risques  en  cours.  — 

Avec  l'âge  les  chances  de  mortalité  croissent  :  la  prime  devrait 
donc  augmenter  proportionnellement.  Mais  l'accroissement  de  la 
prime  coïnciderait  avec  un  décroissement  dans  les  forces  de 
'assuré,  et  le  travail  de  celui-ci  ne  pourrait  plus  suffire  à  payer 
cette  somme  grandissante  d'année  en  année.  Pour  éviter  cet 
inconvénient,  la  Compagnie  rend  uniformes  les  primes  pendant 
toute  la  durée  du  contrat,  en  remplaçant  les  primes  croissantes 
par  une  prime  moyenne,  qui  en  est  l'équivalent. 

Par  exemple,  un  homme  de  25  ans,  paiera  annuellement  une 
prime  constante  de  19  francs  pour  assurer  à  son  décès  1000  francs 
à  ses  héritiers;  au  lieu  de  payer  la  première  année  11  fr.  25,  la 
seconde  année  11  fr.  38,  la  soixantième  année  30  fr.  95,  etc. 

De  cet  exemple  ressort  l'utilité  de  la  réserve  pour  risques  en 
cours,  rubrique  qui  figure  au  bilan  des  Compagnies  d'assurances. 
Les  premières  années  la  prime  de  19  francs  est  trop  forte  ;  mais 
bientôt  elle  sera  trop  faible.  La  Compagnie  placera  à  intérêt  le 
surplus  de  la  prime  pendant  les  premières  années. 


(*)  Le  trait  horizontal  sur  xy  dans  ce  symbole  iodique  que  l'un  ou  l'autre 
doit  être  mort,  x  pouvant  mourir  ou  y,  et  que  l'autre  doit  être  en  vie. 
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V.  Chargements.  —  La  valeur  que  nous  trouverons  pour  la 
prime  pure,  c'est-à-dire  celle  qui  correspond  à  l'égalité  entre 
l'engagement  de  l'assureur  et  de  l'assuré,  devra  être  forcée  pour 
payer  les  frais  généraux,  et  bonifier  à  la  Compagnie  assurante  un 
certain  bénéfice  pour  les  services  rendus.  Cette  surtaxe  recevra  le 
nom  de  chargement.  Dans  les  frais  généraux  sont  comprises  les 
commissions  payées  aux  agents  intermédiaires  :  ce  courtage  a 
dégénéré  parfois  en  abus. 
Voici  le  jugement  de  M.  d'Avenel  (*)  à  ce  sujet  : 
"  Le  taux  de  commission  que  certaines  Compagnies  paient  à 
leurs  agents  a  passé  de  30  °/0  sur  la  prime  de  première  année  à 
40,50  et  jusqu'à  70  °/0.  Les  tarifs  haussant  (2),  le  public  a  refusé  de 
s'assurer  par  les  intermédiaires  et  s'abouche  directement  avec 
l'administration.  Il  bénéficie  ainsi  de  remises  assez  importantes. 
Certains  agents  se  faisant  la  concurrence,  prélevaient  une  certaine 
somme  sur  leurs  courtages  et  offraient  eux-mêmes  une  remise 
pendant  la  première  année.  Ils  conseillaient  ensuite  à  leurs  clients 
le  rachat  des  polices  pour  s'assurer  à  une  Compagnie  rivale.  Ce 
système  permettait  d'être  assuré  pour  la  même  valeur  en  payant 
le  tiers  de  la  prime,  vu  la  remise  de  70  °/0,  la  première  année.  Pour 
obvier  autant  qu'il  est  possible  à  cette  instabilité  de  la  clientèle, 
et  à  l'accroissement  des  frais,  les  Compagnies  paient  cette  commis- 
sion, non  plus  à  la  signature  du  contrat,  mais  après  4  ou  5  ans.  „ 

VI.  Difficulté.  —  Comment  une  Compagnie  est-elle  sûre  de  ne 
rien  perdre  ?  La  certitude  absolue  n'existe  pas  en  cette  matière. 
Une  certitude  morale  suffisante  s'obtient,  si  la  Compagnie  assure 
un  grand  nombre  d'individus  et  si  le  capital  assuré  est  consi- 
dérable. 


(*)  Mécanisme  de  la  vie  moderne,  t.  II,  p.  321. 

(2)  Les  Compagnies  françaises  demandent  267  francs,  là  où  les  Allemandes 
demandent  240  fr.,  les  Américaines  233  fr.,  les  Anglaises  228  fr.,  les  Autri- 
chiennes-Hongroises 204  fr. 
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Il  lui  faut  donc  beaucoup  d'assurés.  En  effet,  si  elle  n'assure 
qu'un  petit  nombre  (soient  1  000  personnes),  et  que  le  taux 
de  mortalité  soit,  6  sur  1  000,  il  se  pourrait  que  8  personnes 
meurent  sur  ces  1  000  assurés,  ce  qui  serait  une  perte  assez 
forte  pour  la  Compagnie;  mais  si  le  nombre  de  personnes 
atteint  10  000  ou  100  000  par  exemple,  l'écart  relatif  ne  pourra 
plus  être  très  grand,  surtout  si  la  Compagnie  travaille  pendant 
plusieurs  années.  Telle  année  sera  défectueuse,  mais  la  suivante 
aura  un  Actif  supérieur  au  Passif. 

De  plus,  les  sommes  assurées  doivent  être  assez  considérables, 
et  autant  que  possible  de  même  valeur  sur  chaque  tête.  Supposons 
qu'une  Compagnie  assure  90  personnes  pour  100  francs  et  10  per- 
sonnes pour  100  000  francs.  Elle  est  exposée  à  payer  plus  ou  moins 
qu'elle  n'a  reçu,  suivant  que  le  pour  cent  des  sinistres  portera  sur 
les  90  petites  polices  ou  sur  les  10  grosses.  Il  est  vrai  qu'elle  prati- 
quera la  réassurance;  c'est-à-dire  qu'elle  paiera  à  d'autres  Compa- 
gnies une  prime  assurant  une  partie  de  l'assurance  de  chaque 
grosse  police  :  de  cette  façon  les  risques  de  ces  grosses  polices  se 
trouveront  répartis  sur  plusieurs  Compagnies  d'assurances. 

Ces  notions  posées,  nous  allons  calculer  dans  les  pages  sui- 
vantes les  primes  à  payer  pour  les  divers  contrats  que  l'on 
rencontre. 

Nous  n'avons  pas  l'intention  de  traiter,  dans  un  ouvrage 
élémentaire  comme  le  nôtre,  toutes  les  questions  relatives  aux 
assurances-vie;  si  l'on  désire  pousser  plus  loin  l'étude  de  ces 
matières,  on  lira  avantageusement  le  Text  Book  de  l'Institut  des 
Actuaires  de  Londres,  par  Georges  Kixg,  traduit  par  Amédée 
E>EGAULT,ouvrage  qui  nous  a  fréquemment  guidés  dans  la  rédaction 
de  ces  notes. 


SECONDE    PARTIE 


ÉTUDE  MATHÉMATIQUE  DES  PRIMES 


CHAPITRE  PREMIER 
ASSURANCES    SUR    UNE    TÊTE 


1.  Assurance- Vie- entière.  —  C'est  un  contrat  par  lequel 
l'assuré  s'engage  à  payer  une  prime  annuelle  (*)  pendant  toute  la 
durée  de  sa  vie,  et  assure  ainsi  à  ses  héritiers  une  somme  fixe 
payable,  par  la  Compagnie  assurante,  à  la  fin  de  l'année  dans 
laquelle  aura  lieu  le  décès. 

Quelle  doit  être  cette  prime  annuelle?  Écrivons  la  condition 
d'équilibre  entre  l'actif  et  le  passif  de  la  Compagnie,  c'est-à-dire 
l'égalité  entre  l'engagement  des  assurés  et  celui  de  l'assureur  (2). 

Plusieurs  personnes,  du  même  âge  x,  paient  annuellement  à  une 


(*)  Cette  prime  se  paie  au  commencement  de  l'année. 
(2)  ■  Payment  Side  „  et  "  Benefit  Side  „  comme  disent  les  Anglais.  (Cf.  Text 
Book,  p.  281). 
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Compagnie  d'assurances  une  prime  P.ï;,  pour  qu'en  cas  de  décès 
les  héritiers  de  la  personne  décédée  touchent  1  franc. 

La  Compagnie  d'assurances  touchera  donc  au  début  de  la 
première  année  du  contrat  autant  de  fois  Px  qu'il  y  a  de  personne  s 
assurées.  L'année  suivante,  elle  ne  touchera  plus  autant,  vu  que 
plusieurs  personnes  seront  mortes;  et  ainsi  de  suite. 

Désignons  par  lx  le  nombre  des  personnes  vivantes  d'âge  x,  qui 
se  font  assurer.  Le  nombre  de  ces  personnes  qui  atteindront 
(x  -f-  1)  ans  sera  lx+1;  lx+2  représentera  le  nombre  des  vivants 
après  2  ans;  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des  personnes  vivantes 
pendant  la  dernière  année  sera  représenté  par  1& . 

L'assureur  recevra  donc  la  première  année  lx  Px  francs;  la 
seconde  année, lx+iPx  francs;  la  troisième  année, lx+2 Px  francs,  etc. 

Evaluons  toutes  ces  sommes  à  leur  valeur  actuelle.  Puisque 
k+i  P*  n'est  payé  qu'au  commencement  de  la  seconde  année, 
actuellement  cette  valeur  est  (*)  v  lx+i  Pc  ;  la  somme  payée 
au  commencement  de  la  troisième  année  vaut  actuellement 
v2  lx+2  Px  ;  etc. 

L'actif  ou  l'engagement  des  assurés  est  actuellement  égal  à 

px  x  {lx  _|_  Vlx+i  +  p*k+2  +  ...  -f  flW-*^)  . 

Quel  sera  le  passif  ou  l'engagement  de  l'assureur?  Pendant  la 
première  année  le  nombre  des  décès  sera  égal  à  lx  —  lx+1  =  dx  ; 
pendant  la  seconde  année,  il  sera  égal  à  lx+1  —  lx+2  =  dx+1.  Or, 
à  chaque  décès  l'assurance  doit  payer  1   franc.  A  la  fin  de  la 


(])  Nous  savons  que  la  valeur  actuelle,  A,  d'une  somme  quelconque  est  égale 
à  la  valeur  finale,  G,  divisée  par  le  binôme  (1  -f-  ;•)  ou  fî  élevé  à  une  puissance 
égale  au  nombre  d'années  qui  séparent  l'époque  actuelle  de  l'époque  finale. 
r  est  le  taux  pour  1  franc  par  an.  En  effet,  le  capital  actuel,  A,  placé  à  intérêts 
composés  pendant  n  années  doit  constituer  le  capital  final.  Donc  A$n  =  G  et 
de  là  A  =  CB-n.  On  sait  que  l'exposant  négatif  indique  que  le  facteur  (î  était 
au  dénominateur.  Et  avec  les  actuaires  posons  v  —  p-\  d'où  A  =  Gvn. 
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première  année  elle  devra  payer  dx  francs,  etc....  Ramenons  toutes 
ces  valeurs  à  l'époque  initiale  du  contrat  et  nous  aurons  : 

vda  -I-  v*dx+l  +  v*dx+2  H h  *UJ_'+1  du  . 

Égalons  l'engagement  des  assurés  à  celui  de  l'assureur;  nous 
aurons  : 

P.,  (/.,  +  vlx+1  +  -  +  ^-*M  =  vdx  +  v2  dx+1  +  ...  +  i^+tfu,, 
ou 

p  vdx  +  f2<v+i  +  ^  dx+i  +  ...  +  t>w-'+1  rfu, 

Multiplions  (*)  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second 
nombre  par  vx  et  nous  aurons  : 

p  vv+ldx  +  t>*+'<kn  +  •••  +  P^dm. 

^•/,  +  Vx+Hx+1  +•••+  t^Zu, 

remplaçons  «r*^.  par  D,v 

vx+llv+i  par  D,,+1,  etc.  ... 

et  ^'+1  rfi;  par  Cx 

vx+-dx+1  par  Cx+1,  etc.  ... 


donc 


C.v  +  C+i  +  C,;+2  H h  Cm 

D,  +  D.,+1  +  Dx+S  +...  +  Du,' 


C1)  Cette  multiplication  par  le  facteur  t^,  tout  en  permettant  une  notation 
plus  facile,  rend  service  pour  le  calcul  des  tables  de  commutation.  Le  coeffi- 
cient de  v  sera  toujours  égal  à  l'indice  de  l,  et  à  l'indice  de  d  plus  une  unité, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x. 
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et  si  nous  représentons  tout  le  numérateur  par  M,c  et  tout  le  déno- 
minateur par  N*_!  (1),  nous  aurons  : 

P  Mx 

A  la  fin  de  ce  travail,  on  trouvera  les  valeurs  lx ,  lx+ï ,  etc.  . . . 

D*,  Dx+l, ...  Cx,  C.c+1,  ...,  ainsi  que  M*  =  C.r  +  Çr+1  H \-  Cw 

et  N^_!  =  Dx  +  D.<m-i  +  •••  +  Duj,  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Quelle  est  la  prime  annuelle  que  doit  payer  une  tête  âgée  de  18  ans, 
pour  qu'à  son  décès  ses  héritiers  touchent  1  franc? 

p  MM  134,558  945  nniPQR(; 

Pl8  ~  !C  =  8  4*8,331441  =  °'01'j96°- 

La  prime  annuelle  est  de  0,015  965  franc. 

Si  on  veut  se  faire  assurer  pour  10  000  francs,  la  prime  sera  de 

10000  x  0,015  965  =  1 59,65  francs. 

Désire-t-on  changer  cette  prime  annuelle  P^  en  une  prime 
unique  A*?  La  Compagnie  reçoit  Axlx  pour  faire  face  au  même 
engagement. 

A*  lx  =  v  dx  +  v2  dx+l  -f h  vw-x+l  du . 

en  multipliant  les  deux  membres  par  Ve  et  en  employant  les 
symboles,  nous  aurons  : 

A       _  v*+ld.r  H-  fcc+2d.i:+1  +  ...  +  v^du,  _    M* 
vx  l,  Dx  ' 

Le  rapport  entre  la  prime  annuelle  et  la  prime  unique  per- 


(*)  Nous  posons  N.,_i  pour  nous  conformer  à  la  notation  universelle. 
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met  de   calculer    la  valeur  de  la  seconde  en   fonction  de  la 
première  (x). 

es  ==  Mî      _?L 

P .,  _  Dx  :  ÏÏZi  ' 

N,_, 


.  '  •  A .„.  =  P., 


D. 


2.  Assurance- Vie-entière  à  prime  temporaire.  —  C'est  un 
contrat  qui  diffère  du  précédent  en  ce  que  la  prime  annuelle  au 
lieu  d'être  payée  pendant  toute  la  vie,  n'est  payée  que  pendant  un 
certain  nombre  d'années. 

L'engagement  de  la  Compagnie  ne  varie  pas  et  reste  égal  à 

vdx  -f  v2dx+1  -f j-  v^-^dw. 

L'engagement  des  assurés  varie. 


(J)  On  pourrait  établir  ces  formules  en  se  basant  sur  la  probabilité  qu'a  une 
personne  d'âge  x  de  vivre  encore  pendant  un  an,  deux  ans,  etc..  Les  équations 
seraient: 

P*  (1     +    V.  1^,,    -f    V\  2p.c    +    If.  3P.>;    +    •  •  •   +    V»-'.  W-xPa>) 

=  v.  IjQ.  +  v\  |2Q,.  +  v\  |3Q,  +  ...  +  vw-v-  U-,0,, 
ou 


p,  (  i  +  ^  + 1-2^±-2  + .»+ ^r )  - y  j£-ri 

d'où 


et 

,         v.liQ,  +  •••  +  t>u,-w.  U-.-Q-       ML 
-1'  ~~  p-L  "  D, 
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Désignons  par  nPx  la  prime  annuelle  que  doit  payer  une  tête 
d'âge  x  pendant  n  années  pour  assurer  à  son  décès  1  franc  à  ses 
héritiers. 

L'assureur  touchera  donc  la  première  année  lx  fois  HPa,;  la 
seconde  année,  lx+l  fois  MP„;;  etc..  jusqu'à  la  wième  année  l 
fois  nPa.. 

Ramenons  toutes  ces  valeurs  à  l'époque  actuelle  et  multiplions 
par  Ve  les  engagements  des  assureurs  et  des  assurés. 

.P.(«"(.  +  ^+llx+1  H h  v*+»-1 1+,,-ù 

=  vx+1  dx  +  v';+2  dx+i  + h  »u,+1  ^uj  , 


d'où 


d'où 


Car 


p      _     v*+1  dx  +  *^2  ^+i  H h  ?"+1  dw 


«P,  = 


1M«— 1  ^U+n— 1 


=  {+1*  H h  «"M  -  (vx+nL+n  +  *^U 

+  ...  +  „<"/„,)  =  N,.._,  -  N,+„_,. 

Quelle  prime  annuelle  dois- je  payer,  si,  âgé  de  25  ans,  je  désire 
ne  payer  que  10  primes  et  assurer  à  mes  héritiers  un  capital  de 
10  000  francs  ? 


M3:>      =  112,094  437 

N05-1  —  JN2.-,+1o_i  ==  6  055,  689  618  —  3  632, 015  229 


10*25  at  v  KASK    UUQ£W  O  £-_>u)    /M£ulu)0         ~    U,  U46  -O  J 


donc 

10  000  x  0, 046  25  =  462,  50  francs. 
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3.  Assurance  différée  à  prime  temporaire.  —  C'est  un 
contrat  par  lequel  une  Compagnie  d'assurances  s'engage  à  payer 
un  capital  fixe,  à  la  fin  de  l'année  du  décès  d'une  personne  d'âge  x, 
si  ce  décès  ne  survient  pas  avant  n  années;  la  prime  annuelle  étant 
due  pendant  les  n  années  seulement. 

Désignons  par  n\Px  la  prime  annuelle.  La  valeur  actuelle  repré- 
sentant l'actif  de  la  Compagnie  est 

»|P-  0.  +  v  h+i  +  v2  /,+2  H (-  v»-1  h^). 

La  valeur  actuelle  de  son  passif  est  : 

vn+i  da+n  +  v^-  dx+n+l  H h  vw~x+l  du, 

d'où: 

,p    ,  _  vc+H+l  dx+n  +  vv+n+i  dx+n+l  H h  v"3-1  du,  Mx+n 


'    *  r-  /,  +  ...+  »•*-*  ^  "  N«_,  -  JNxH 

L'assurance  différée  à  prime  viagère  serait  : 

M 

ip       iYJ  x+n 

La  prime  unique  de  l'assurance  différée  sera  : 


IA»  = 


M,r+W 


4.  Assurance  temporaire.  —  C'est  un  contrat  par  lequel  on 
paie  une  prime  annuelle  mais  temporaire,  et  si  l'on  meurt  pendant 
ce  temps  l'assureur  paie  le  capital  assuré. 

La  même  marche  que  dans  la  question  précédente  nous  don- 
nera la  valeur  de  la  prime. 

Les  lx  personnes  s'engagent  à  payer  \nPx  pendant  n  années 
pour  assurer  1  franc  à  leurs  héritiers  à  la  fin  de  l'année  dans 

3 
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laquelle  elles  meurent.  La  Compagnie  touchera  donc  la  première 
année  lx  fois  MP*,  la  seconde  année  lx^  fois  |nP.r,  etc..  Ramenons 
ces  valeurs  à  l'époque  actuelle  et  multiplions  par  tr,  nous  aurons  : 

|*P*  =  *"  h  +  **+1  WH r-  *-r+,i-1  ^.  =  N^,  —  1W_, . 

La  Compagnie  s'engage  à  payer  ^  fois  1  franc  après  un  an  ; 
dx+i  fois  1  franc  après  2  ans,  etc. ...  Ramené  à  l'époque  actuelle 
et  multiplié  par  »*,  l'engagement  sera  représenté  par 

v*+ldx  +  v*+2dx+1  H h  zx+ndx+n_x  =  M,  —  Mx+B, 

d'où 

\n*x  M  ;\ 

*-yx— 1  i'x+n—  1 

La  prime  unique  sera 

|wA*  ~  D~x         ' 

car  l'engagement  de  l'assureur  ne  change  pas  tandis  que  celui  de 
l'assuré  devient  |,„Aa.  lx. 

Multiplié  par  v'c  l'engagement  des  assurés  est 

Application.  —  Quelle  prime  annuelle  doit  payer  une  tête  de 
25  ans,  pour  garantir  à  ses  héritiers  un  capital  de  10000  francs 
payable  à  la  fin  de  l'année  dans  laquelle  a  lieu  le  décès,  si  cette  tête 
meurt  avant  d'atteindre  35  ans? 

L'assurance  est  temporaire  de  35  —  25  =  10  ans. 

IP  M,r,  -  Mg+,0  112,094437  -  87,186310  Q010o77 

ll0^'  ~~  JN2I_1  —  i\2.,+10-i        6055,58^018  -  3  632,015229 

La  prime  est  de  10000  x  0,010  277  =  102,77  francs. 
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5.  Assurance  différée  temporaire.  —  C'est  un  contrat  simi- 
laire au  précédent,  mais  le  décès  doit  survenir  pendant  l'époque 
comprise  entre  la  wième  et  la  (n  -f-  m)iimc  année  après  la  signature 
du  contrat.  Il  est  différé  de  n  années  et  temporaire  de  m  années. 

L'engagement  de  l'assureur  n'a  cours  que  pendant  m  années  ; 
par  suite,  la  prime  annuelle  sera 


I    P    = 

n\mL  x 

La  prime  unique  sera  : 


Mx+n  aix+n+m 


M       M 

lïlx+n  "ix+n+m 


I     A       


6.  Assurance  Mixte.  —  C'est  un  contrat  par  lequel,  moyennant 
une  prime  annuelle  temporaire,  la  Compagnie  d'assurances  s'oblige 
à  payer  une  somme  fixe,  soit  à  l'assuré,  s'il  est  en  vie  à  une  époque 
stipulée,  soit  à  ses  héritiers  à  la  fin  de  l'année  du  décès,  s'il  meurt 
avant  cette  époque. 

Cette  assurance  est  assez  fréquente.  Son  avantage  est  de 
n'exiger  qu'un  nombre  limité  de  versements,  et  elle  permet  à 
l'assuré  de  concilier  les  intérêts  de  sa  famille,  dans  le  cas  d'une 
mort  prématurée,  avec  un  légitime  désir  personnel  de  jouir  lui- 
même  du  fruit  de  ses  économies  durant  ses  vieux  jours. 

La  prime  annuelle  de  cette  assurance  sera  désignée  par  le 
symbole  P^-i . 

L'engagement  des  assurés  a  pour  valeur  actuelle 

P.  "|  (h   +    V  Jx+l    H h  '"-1  k+n-l)  , 

multiplié  par  vx,  il  sera  P^q  (Nc_!  —  Na.+n_i). 
L'engagement  de  l'assureur  multiplié  par  vx  sera  : 
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1°  De  payer  une  assurance  de  1  franc  aux  héritiers  des  per- 
sonnes qui  meurent  pendant  les  n  années.  Cet  engagement 
multiplié  par  vx,  sera  représenté  par 


Mr  —  M 


x+n  5 


2°  L'assureur  doit  payer  une  assurance  fixe  de  1  franc  aux 
personnes  vivant  à  l'époque  fixée,  c'est-à-dire  aux  personnes 
ayant  atteint  (x  -f-  n)  années.  Il  devra  donc  dans  n  années  lXJrn  fois 
1  franc.  Ramené  à  sa  valeur  actuelle  et  multiplié  par  vx  ce  second 
engagement  sera  représenté  par 

D'où  l'équation  : 

n                 _    -Mx  —    ™j;+n   ~T~   Dr+n 
" x  nj    —  vr         TU 

IX.v— 1  J-'.r+ii— 1 

Quelle  fst  la  prime  annuelle  d'une  assurance  mixte  de  20  ans  pour 
une  tête  âgée  de  21  ans  qui  désire  être  assurée  pour  10  000  francs? 

p  _  M21  —  J\W20  +  D2i+2o 

*81  20J     jy  M 

1>21— 1  ^21+20—1 

124,589  879  —  74.676  816  +  150,004  512 
—  7  331,  149  290  —  2  5»6,  250  249 

La  prime  annuelle  sera  de  421,30  francs. 
La  prime  unique  est  : 


=  0,042  13 


&-x  til     


M,.  —  Mx+„  +  Dx+n 


1  ~  D., 

Remarquez  que  si  l'on  plaçait  tous  les  ans  une  somme  de 
421  francs  à  intérêts  composés  3  °/0  pendant  20  ans  le  capital  final 
serait  de  1 1  651  francs.  La  différence  de  1  651  francs  provient  de 
la  garantie  des  10000  francs  en  cas  de  prédécès.  En  effet,  si  l'on 
mourait  endéans  un  an,  les  héritiers  toucheraient  à  la  fin  de 
l'année  10  000  francs. 
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7.  Assurance  à  terme  fixe.  —  C'est  un  contrat  par  lequel 
l'assureur  s'engage  à  payer  une  somme  fixe  à  une  époque  fixe,  que 
l'assuré  soit  vivant  ou  mort.  La  prime  annuelle  n'est  versée  que 
du  vivant  de  l'assuré. 

Désignons  cette  prime  annuelle  par  P,^ . 

L'assureur  s'engage  à  payer  1  franc  dans  n  années  à  chaque 
assuré  ou  à  ses  ayants-droit.  La  valeur  actuelle  de  cet  engagement 
est  une  fois  vn  pour  chaque  assuré  ;  pour  les  lx  assurés  elle  est  de 
vn  lx.  Multipliée  par  if  elle  est  représentée  par  vn  vx  lx  =  vn  Dx. 

L'assureur  reçoit  la  première  année  lx  fois  la  prime  P-|,  la 
seconde  année  lx+l  fois  P-{,  etc.,  jusqu'à  la  wième  année. 

D'où 

p      =  g»  D, 

La  prime  unique  est 

"'  ~~     D.,     ~~  v   ' 

Ce  qui  était  évident  :  On  place  à  intérêts  composés  une  certaine 
somme  pour  qu'après  n  années  elle  produise  1  franc. 

Vnpère  âgé  deSO  ans  désire  disposer  d'une  somme  de  10000  francs 
dans  10  ans  en  vue  de  constituer  une  dot  à  son  enfant.  Il  contracte 
une  assurance  à  terme  fixe.  Quelle  est  la  prime  annuelle  qu'il  devra 
payer  ? 


«"Pi»  =       236,068  551  x  0,744  093  9 

N^j  —  Nso+io-i  =~  4  722,  941  601  —  ^  742,  900  876 


p_                    v    i^30                         2ûu,  uoo  uoi    x   u,  i^-kwoy  n  noo  7 

rio|   —   m  M ==  a  tùiji   un  cm. ui  n»*   CM^vnu   =  U>U°°  '• 


La  prime  est  de  887  francs. 

8.  Assurance  mixte  à  capital  doublé.  —  C'est  un  contrat  par 
lequel  l'assureur  s'engage  à  payer  une  somme  fixe  à  une  époque 
fixe  si  l'assuré  est  en  vie,  et  de  plus  à  payer  la  même  somme  aux 


—  22  

héritiers  à  la  mort  de  l'assuré.  On  peut  considérer  ce  contrat 
comme  l'addition  d'une  assurance  différée  à  une  assurance  mixte. 
La  prime  annuelle  de  ce  contrat  est  représentée  par  JP,  -\. 
L'engagement  des  assurés  a  pour  valeur  actuelle 

JP.,-,(/„  +  *k+i  +  •••  +  ^W-i). 

L'engagement  de  l'assureur  est  double;  il  comprend  : 
1°  Une  assurance-vie-entière,  dont  la  valeur  actuelle  est 

vdx  +  v-dx+1  +  ...  +  îP—v-dmi 

2°  Un  capital  fixe  à  payer  aux  vivants  d'âge  (x  +  »)• 
Ce  dernier  engagement  est  représenté  par  vn  lv+n. 
Ecrivons  la  condition  d'équilibre  après  avoir    multiplié   les 
deux  membres  par  vx  : 

»|P*,7,  (N^  -  rwo  =  M.,  +  D,.^, 

d'où 

ip  MA.  -f  Vx+n 


La  prime  unique  est 


»|«*nj-  D 


9.  Assurances  avec  participation  aux  bénéfices.  —  Nous 
avons  établi  les  primes  pures,  abstraction  faite  des  bénéfices  des 

assureurs.  Il  existe  des  Compagnies  qui  majorent  de  ~  ou  ^  la 

prime  annuelle  ou  unique,  mais  font  participer  les  associés  aux 
bénéfices  réalisés. 

Cette  participation  se  produit  de  diverses  manières.  Dans  les 
Compagnies  à  actions,  la  moitié  des  bénéfices  produits  est  répartie 
entre  toutes  les  polices  au  prorata  de  leur  âge  et  du  montant  des 
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primes  payées  sans  addition  des  intérêts,  c'est-à-dire  propor- 
tionnellement à  l'âge  de  la  personne  et  à  la  somme  payée.  Cette 
quote-part  est  payée  soit  en  argent  comptant,  soit  en  réduction 
de  la  prime  annuelle,  si  les  bénéfices  sont  distribués  tous  les 
ans(1). 

Dans  plusieurs  Compagnies,  les  bénéfices  ne  sont  payés  qu'à  la 
fin  d'une  période  fixée  d'avance.  L'assuré,  permettant  à  la  Compa- 
gnie d'accumuler  les  bénéfices  et  d'en  capitaliser  les  intérêts, 
recevra  à  la  fin  de  la  période  une  somme  assez  importante.  Cette 
quote-part  varie  avec  les  années  et  les  Compagnies.  Cette  partici- 
pation des  assurés  aux  bénéfices  a  donné  un  nouvel  élan  aux 
assurances. 

Les  Compagnies  mutuelles  d'assurances  réservent  l'intégralité 
des  profits  aux  assurés  et  font  la  répartition  proportionnellement 
au  bénéfice  produit  par  chaque  police.  En  principe,  la  répartition 
des  excédents  des  primes  entre  les  assurés  n'est  concevable  que 
sous  la  forme  de  la  mutualité  (2). 

10.  Calcul  des  chargements.  —  Les  primes  calculées  ci-des- 
sus, représentent  les  valeurs  réelles  des  risques  encourus  par 
la  Compagnie  d'assurances  et  par  les  assurés.  Il  faudra  les  forcer 
un  peu  pour  couvrir  les  frais  de  gestion  et  pour  procurer  un  certain 
bénéfice  à  la  Compagnie  en  rémunération  du  service  rendu.  Si  les 
frais  de  gestion  s'élèvent  à  5  °/0,  la  prime  pure,  augmentée  des  frais 
de  gestion,  se  nomme  la  prime  d'inventaire,  et  est  égale  à  la  prime 
pure  multipliée  par  1.05. 

La  prime  d'inventaire  d'une  assurance-vie-entière  est  donc 
P,  x  1.05. 


(')  Puisque  l'assurance  n'est  pas  un  placement,  on  devrait,  semble-t-il, 
répartir  annuellement  les  bénéfices  réalisés  au  risque  d'avoir  quelques  varia- 
tions d'une  année  à  l'autre. 

(2)  Cf.  Théorie  et  pratique  des  opérations  d'assurance,  p.  48,  par  G.  Ancey. 
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On  appelle  prime  commerciale,  indiquée  dans  les  tarifs  ou 
brochures  des  Compagnies  d'assurances,  la  prime  d'inventaire  à 
laquelle  on  a  ajouté  le  tantième  touché  par  les  agents  intermé- 
diaires entre  les  assurés  et  la  Compagnie.  Supposons  ce  tantième 
égal  à  2  °/0  de  la  prime  versée,  la  prime  commerciale  sera  (a) 

P^  x  1.05  x  -£-. 

Pour  une  tête  de  18  ans,  la  prime  d'une  assurance-vie-entière 

est  Plg  — — ôô =  0,  017  105  3  franc.  Si  on  désire  être  assuré 

pour  10000  francs,  la  prime  est  de  171,053  francs. 

11.  Valeur  d'une  police  à  une  époque  donnée.  —  On  entend 
par  valeur  d'une  police  à  une  époque  donnée,  la  réserve  que  la 
Compagnie  tient  en  disponibilité  pour  faire  face  aux  engagements 
de  l'avenir. 

Représentons  par  nYx  la  valeur  d'une  police,  d'un  capital  de 
1  franc,  faite  il  y  a  n  années  sur  une  tête  alors  âgée  de  x  ans  et 
actuellement  en  vie. 

A  la  signature  du  contrat  d'une  assurance- vie-entière,  l'engage- 
ment des  assurés  égale  l'engagement  de  l'assureur,  d'où 

M,  -  P*N^  =  0. 

Mais  aujourd'hui  après  (x  +  n)  années,  l'engagement  de  la 
Compagnie  est  représenté  par  M,,;+n  ,  tandis  que  l'engagement  des 
assurés  n'est  plus  que  de  PxNA.+n_!. 


0)  Sur  ICO  francs  de  prime,  la  commission  est  de  2  francs,  d'où  la  prime 
d'inventaire  doit  être  de  98  francs;  et  inversement  98  francs  de  prime  d'inven- 
taire deviendront  100  francs  de  prime  commerciale. 

Px  X  1.05  de  prime  d'inventaire  deviendra  — g-  X  P«  X  1.05. 

yo 
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La  valeur  de  ces  polices  après  (x  -\-  n)  années  est  donc 

car,  il  y  a  à  l'époque  (x  -f  n)  encore  lx+n  polices  qui,  multipliées 
par  vx,  donnent  D,c+Il  (x),  d'où 

p  N 

x+n l  x  11.r+«— 1 

n  *  x  Tj  * 

L'x+n, 

Après  20  ans,  quelle  est  la  valeur  d'une  police  vie  entière  sur  une 
tête  deXS  ans,  sachant  que  la  prime  annuelle  était  de  159,  65  francs  ? 

V-M 18+20  "l8  N 18+20-1 
„     18   —                       n 

UlS+20 

_  80,  809  832  —  0, 015  965  x  3  076, 564  1 18 
—  170,418  424 

=  0, 185  97  franc. 

C'est  la  réserve  pour  un  capital  de  1  franc. 

Pour  un  capital  de  10  000  francs,  la  valeur  est  1  859,7  francs. 

12.  Valeur  d'une  police  libérée.  —  Une  police  libérée  est  celle 
que  la  Compagnie  d'assurances  donne  en  échange  d'une  autre, 
lorsque  l'on  désire  résilier  le  contrat.  Par  exemple,  si  on  ne  veut 
plus  payer  la  prime  annuelle,  au  lieu  de  retirer  la  valeur  de  la 
police,  on  en  fait  une  autre  par  laquelle  on  reste  assuré  pour  une 
somme  moindre,  mais  la  prime  annuelle  n'est  plus  due  à  la 
Compagnie.  On  substitue  à  une  assurance  à  prime  annuelle,  une 


(x)  Il  e&t  évident  que  l'engagement  de  la  Compagnie  est  plus  grand  que  celui 
des  assurés,  car  elle  a  beaucoup  moins  de  chance  de  recevoir  encore  les  primes 
pendant  un  temps  assez  long. 
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assurance  à  prime  unique.  La  prime  unique  est  représentée  par 
la  réserve  des  sommes  annuelles  versées  antérieurement. 

Représentons  par  nWx,  la  valeur  d'une  police  libérée  pour  une 
assurance-vie-entière,  contractée  par  une  tête  d'âge  x  il  y  a 
n  années. 

Le  capital  de  1  franc  est  assuré  par  une  prime  unique  de  Ax+n. 
Or,  la  valeur  actuelle  de  la  police  est  nVx.  Dès  lors,  autant  de  fois 
Ax+n  est  contenu  dans  nYxi  autant  de  fois  on  sera  assuré  pour  un 
capital  de  1  franc. 

V 

W    —    "    - 

■"x+n 

Une  tête  de  18  ans  assurée  pour  10  000  francs  peut  donc  obtenir 
après  20  ans  une  police  libérée  pour  une  valeur  de 


■A  is+20  ™I8+20 


^W.8  =  -SUL  =      18^       '*  "">+*-»  =  0^  392  lg6  pour  un  franCi 


et    de    3  921,86   francs    en   remplacement   de   l'assurance    de 
10  000  francs. 

13.  Assurances  payables  au  décès.  —  Jusqu'ici  nous  avons 
supposé  que  l'assurance  se  payait  à  la  fin  de  l'année  pendant 
laquelle  avait  lieu  le  décès.  Si  l'on  désire  calculer  les  primes  dans 
rhypolhèse  d'une  assurance  à  payer  aussitôt  après  décès,  il  suffit 
de  multiplier  par  p*  les  seconds  membres  des  valeurs  antérieure- 
ment trouvées.  Les  décès  se  répartissant  assez  uniformément 
pendant  l'année,  on  peut  les  considérer  comme  ayant  tous  lieu  en 
moyenne  au  milieu  de  l'année.  Dès  lors,  le  capital  assuré  doit  être 
payé  une  demi-année  plus  tôt  qu'on  ne  le  supposait  dans  la 
théorie  précédente,  ce  qui  justifie  la  multiplication  par  P- .  Les 
symboles  des  diverses  primes  payables  au  décès  restent  les  mêmes, 
mais  on  place  un  trait  horizontal  sur  les  lettres  Pet  A.  Par  exemple, 
la  prime  annuelle  commerciale  que  doit  payer  une  tête  x  pour  que, 
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aussitôt  après  sa  mort,  ses  héritiers  touchent  le  capital  de  1  franc, 
est: 

^        M*      ,  nr       100   x  -i 

14.  Primes  semestrielles,  mensuelles,  etc.  —  Les  primes 
peuvent  être  non  seulement  uniques  et  annuelles,  mais  on  peut  les 
payer  semestriellement  ou  trimestriellement,  mensuellement  ou 
hebdomadairement,  l'engagement  de  la  Compagnie  restant  tou- 
jours annuel.  Les  primes  semestrielles,  etc.,  seront  désignées  par 
les  mêmes  symboles  que  les  primes  annuelles  mais  au-dessus  de 
la  lettre  x  on  placera  un  petit  chiffre  2,  4,  12  ou  52. 

Par  exemple  :  la  prime  semestrielle  d'une  assurance-vie- entière 
est  F%. 

La  prime  semestrielle  d'une  assurance -vie-  entière  P%  est 
payée  par  lx  personnes;  la  Compagnie  touche  semestriellement 
P%lx  francs. 

Le  semestre  suivant,  nous  pouvons  supposer  que  la  moitié 
des  personnes,  qui  meurent  cette  année,  sont  déjà  trépassées; 

il  reste  (lx  —  -^  J  personnes  en  vie,  la  Compagnie  touchera  donc 

P%  (l*  -  ^f)  et  ainsi  de  suite  :  P*  lx+1  ;  PJ  (lx+1  -  %±)  ;  etc.. 

Ramenons  ces  valeurs  à  l'époque  actuelle  et  multiplions-les  par 
vx,  nous  aurons  : 

PI  [V  im  +  »■**  (ix  -  ^)  +  »*+1  u  +  ^+li  (u  -  %*) 


ou  : 


E.'(H.  +  N.r»-ÎSJi) 
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ou  : 

p.  («.  (i  +  ê)  -  Hg) 

L'engagement  de  la  Compagnie  reste  M^ . 
Donc  l'équation  est 

M., 


N„  (1  +  rf)  -  1  Mx  & 


CHAPITRE   DEUXIEME 
RENTES    VIAGÈRES    SUR    UNE    TÊTE 

15.  Rente  viagère  immédiate. —  Une  rente  viagère  immédiate 
est  une  somme  payable  périodiquement  à  une  personne  jusqu'à  la 
fin  de  sa  vie,  depuis  l'année  qui  suit  la  signature  de  la  police.  Cela 
suppose  un  contrat  par  lequel,  moyennant  une  prime  unique, 
ax  francs,  payée  à  une  Compagnie,  celle-ci  sert  jusqu'au  décès  une 
rente  de  1  franc  (*)  à  dater  d'un  an  après  la  signature  de  la  police. 

L'assureur  reçoit  ax  francs  des  lx  personnes  d'âge  x  ;  il  doit  à  la 
fin  de  la  première  année  lx+1  fois  1  franc,  etc.  La  rente  ne  se  paie 
plus  aux  personnes  décédées  ni  aux  héritiers  de  ces  personnes. 

La  condition  d'équilibre  est  donc  : 

ax.lx  =  vlx+1  +  v2lx+i  +  ...  +  vw-xIvj. 

Multiplions  les  deux  membres  par  vx. 

«x.v*lx  =  if+llx+l  +  vx+*lx+2  +  ...+  ewîui, 

ou  (2)  en  posant  avec  les  Actuaires  : 

vx+l  lx+l  +  vx+2  lx+2  +  •  •  •  +  rm  fo  -  P*+i  +  Dx+2  +  .  •  •  +  Dw  =  Nx. 

_  N. 
ttx  ~  Dx  ' 


(x)  Comme  dans  tout  le  cours  de  notre  travail,  nous  prenons  1  franc  pour 
unité  assurée  par  la  prime. 

(a)  La  valeur  que  nous  avons  ici  pour  ax  est  différente  de  celle  qui  se 
trouve  dans  la  table  ci-jointe.  —  Nous  calculons  en  admettant  la  Table  de 
mortalité  de  Quetelet.  —  Les  trois  dernières  colonnes,  tirées  du  Text  Book, 
(op.  cit.,  pp.  494,  507,  510)  sont  construites  d'après  le  correctif  de  Makeham 
appliqué  à  la  table  de  mortalité  anglaise  (Cf.  Journal  de  l'Institut  des 
Actuaires,  1860). 
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Nous  avons  supposé  que  la  rente  viagère  était  de  1  franc.  Pour 
toucher  une  rente  viagère  immédiate  10,  100,  ...  fois  plus  grande 
il  suffit  de  multiplier  ax  par  10,  100,  etc. 

Si  l'on  désire  connaître  quelle  rente  viagère  immédiate  corres- 
pond à  une  prime  de  10, 100,  etc.  francs,  une  simple  règle  de  trois 
résoudra  le  problème.  En  payant  ax  francs,  on  touche  une  rente 
viagère  immédiate  de  1  franc;  en  payant  1  franc,  on  touchera 

—  =  r-f  francs. 
ax       Nx 

La  rente  viagère  de  1  franc,  au  lieu  d'être  touchée  annuellement, 
peut  être  touchée  semestriellement  ou  mensuellement,  mais  elle 

ne  peut  être  égale  à  0  fr.  50,  ouà^  franc.  Elle  subit  une  dimi- 
nution puisque  l'on  en  touche  la  moitié,  ou  le  douzième,  trop  tôt. 
Il  faut  défalquer  les  intérêts  de  cette  moitié,  de  ce  douzième,  etc. 
La  valeur  actuelle  a%  d'une  rente  viagère  semestrielle  de  1  franc 
est  : 

*-(»+5}«.-(»+{i)ît 

En  effet,  puisque  l'on  touche  1  franc  de  six  en  six  mois  après  la 
signature  du  contrat,  on  aura  touché  à  la  fin  de  l'année,  2  francs 

Y 

plus  les  intérêts  de  1  franc  pendant  6  mois,  ou  2  -f-  ^  francs.  Une 
rente  semestrielle  de  1  franc  équivaut  à  une  rente  annuelle  de 
(2  +  Ç)  francs,  r  étant  le  taux  d'intérêt  pour  1  franc. 
Or,  1  franc  de  rente  annuelle  coûte  à  l'âge  x 

_NX 
a*  ~~  Wx  ' 

(%  4.  Ç\  francs  coûteront  f  2  +  \  J  fois  plus  ou  (2  +  Çj  ax.  Donc 
la  rente  semestrielle  immédiate  qu'on  représente  par  a%  coûte 
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Une  tête  de  41  ans  désire  jouir  d'une  rente  semestrielle  immédiate 
de  500  francs.  Quelle  somme  doit-elle  verser  a  une  Compagnie  d'assu- 
rances ? 

Supposons  le  taux  à  3  %  • 

ai  =  2'015  X  ^taOotYll7  =  ~'°15  X  16'241   =  32'72562 
La  somme  est 

500  x  32,  725  62  =  16  362, 81  francs. 

16.  Rente  viagère  différée.  —  C'est  un  contrat  par  lequel 
moyennant  une  somme  unique,  on  se  garantit  après  n  années 
accomplies  une  rente  viagère  annuelle. 

Le  symbole  de  la  rente  viagère  différée  sera  n\ax  (1). 

L'égalité  entre  l'engagement  des  assurés  et  celui  de  l'assureur  est 

n\aJx  =  r"+1U,[+i  4-  vn+Hx+n+2  -\ j-  »«"-&„, 

d'où 

N 

n\ux    r\ 

"as 

Si  au  lieu  de  payer  la  prime  unique  n\ax  qui  garantit  1  franc  de 
rente  annuelle  à  partir  de  la  wième  année  accomplie,  on  voulait 
payer  pendant  n  années  une  prime  annuelle,  représentée  par  n\ax, 
on  aurait  : 

Le  calcul  de  la  rente  différée  semestrielle  ou  mensuelle  est 
identique  à  celui  de  la  rente  immédiate  semestrielle  ou  mensuelle. 


(*)  Ce  symbole  ne  diffère  de  celui  de  l'assurance  différée  que  par  le  change- 
ment du  P  en  a. 


17.  Rente  viagère  temporaire  et  immédiate.  —  C'est  une 
rente  payable  pendant  un  certain  temps  déterminé,  m  années,  si 
le  viager,  l'assuré,  reste  en  vie  pendant  ce  temps.  Au  décès  l'enga- 
gement de  l'assureur  cesse. 

\max  désigne  la  valeur  actuelle  ou  la  prime  à  débourser  par  une 
tête  d'âge  x,  pour  recevoir  pendant  m  années  une  rente  viagère 
de  un  franc,  dont  le  premier  terme  sera  touché  à  la  fin  de  la 
première  année  après  la  signature  du  contrat. 

la:  personnes  paient  \max.  L'engagement  des  assurés  est  égal  à 
lx  fois  \max. 

La  Compagnie  d'assurances  paiera  lx+l  fois  1  franc  après  un  an, 
lx+2  fois  1  franc  après  deux  ans,  etc.,  jusqu'à  /.,.^„.  fois  1  franc  après 
m  années. 

La  valeur  actuelle  de  cet  engagement  est  : 

vX+i  +  *i»*  +  •••  +  vmh     • 

d'où  l'égalité  : 

N   —  N  , 


18.  Rente  viagère  temporaire  différée.  —  C'est  une  rente 
payée  pendant  un  certain  temps,  m  années,  mais  dont  le  premier 
terme  est  retardé  de  n  années. 

Sa  valeur  actuelle  est  représentée  par  le  symbole  n\ma,, .. 

L'équation  donnant  sa  valeur  est  : 

n   mf*sr.    


En  effet,  la  Compagnie  touche  Jx  fois  n\max  et  elle  doit  lx+n+l 
fois  1  franc  à  la  fin  de  la  niimc  année,  lx^.H.i  fois  1  franc  à  la  fin  de 
la  (n  -f-  w)iime  année. 
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Ramenons  ces  diverses  valeurs  à  l'époque  actuelle  et  multi- 
plions-les par  vx  : 

■■"■-**  h    =    ^U  +   ^+n+2^+n+2  +   .-.   +   V*+»^Ix+n+m, 

N        IV 

»!«»»  —        —^  . 


CHAPITRE   TROISIEME 

19.  Relations    entre   les   Assurances-Vie    et   les    Rentes 
viagères. 

La  prime  unique  de  l'assurance-vie-entière  a  pour  formule 

Or 

tu 

c'est-à-dire  que  M.r  est  égal  à  la  somme  des  C.c  depuis  C  indice  x 
jusque  G  indice  uu. 

M.   =  Q.  +  CU,  +  •••  +  Cu, 
=  v*+idx  +  •••   +  vP^dw 
=  ^+1  (lx  -  lx+l)  +  ...   +  t>u,+1  (Zu)  -  Zui+i) 
=  (r-'/„.  +  r-2/.,_,  +  ...  +  v^lu) 

—  (v']!.,:^  +  •••  +  ^'Wi). 

Remarquons  que  le  terme  v*"1"1  £uj+i  égale  zéro. 

M,.  =  r  (D,  +  D.,.,  +  ...  +  Dm)  —  (D, ......  -\ f-  Dw) 

=  v.  D,  4-  b  (D*+1  H h  Du,)  -  (D,.rI  H h  Duj) 

=  r.D,  4-  r.Na  —  Nx 

=  p.D.,  4  N.(p-  1). 


—  35  — 
Puisque 


donc 


1  +r 
M*  =  v(Dx-r.Nx); 


i.-=ffiSc^-0-8D- 


Or,  la  formule  de  la  rente  viagère  est  : 

N, 

donc 

Aa,  =  t>(l  —  r.ax), 

on  en  déduit  facilement 

a.£-l(l-A.p). 

Nous  trouverions  une  relation  semblable  entre  l'assurance  diffé- 
rée et  la  rente  viagère  différée. 

A  V  \*-'x+n  f  •    ™x+n) 

i      x    —  r\  f 

"as 

D,,^       r.N, 


a,        u, 


[1jp-r.w|a, 


La  relation  entre  l'assurance  temporaire  et  la  rente  viagère  tem- 
poraire est  : 

\n^  =  v(\-^-r.\nax 


CHAPITRE  QUATRIÈME 
OPÉRATIONS    SUR    DEUX    TÊTES 


SECTION    I 

RENTES    VIAGÈRES  fl 

20.  Rente  viagère  immédiate  sur  deux  têtes.  —  Cette  rente 
viagère  peut  être  payable  jusqu'au  premier  décès  ou  jusqu'au 
second  décès,  suivant  le  contrat. 

1°  Payable  jusqu'au  premier  décès.  —  C'est  un  contrat  par 
lequel  l'assureur  s'engage  à  payer  une  rente  fixe  à  un  groupe  de 
deux  têtes  tant  que  ces  deux  têtes  vivent.  Au  décès  de  l'une 
d'elles  la  rente  cesse.  Conformément  à  la  notation  universelle, 
désignons  par  axv  la  valeur  actuelle  ou  la  prime  unique  qu'il 
faut  payer  pour  recevoir  une  rente  viagère  immédiate  de  1  franc 
jusqu'au  décès  de  l'une  des  têtes  x  ou  y. 

La  probabilité  que  le  groupe  xy  soit  en  vie  dans  1,  2,  3,  ... ,  ans, 
est  : 

j       s\     .      i  /  /      '    ClL'' 

"x  'y  "x  ly 


(*)  Afin  de  pouvoir  nous  servir  des  formules  des  rentes  et  ainsi  simplifier  nos 
calculs  des  assurances,  nous  établissons,  pour  les  opérations  sur  deux  têtes,  le 
calcul  des  rentes  viagères  avant  l'étude  des  assurances-vie. 
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donc  la  chance,  pour  le  groupe,  de  recevoir  1  franc  de  rente  dans 
un  an  est  -f^  X  -y—  ,  de  recevoir  1  franc  dans  2  ans  :  -y±-2  x  -f1  • 

l  j.  ly  II 

et  ainsi  de  suite. 

La  condition  d'équilibre  entre  l'engagement  des  assurés  et  celui 
de  l'assureur  est  : 


OU 


ou 


_    V  '-x+l  'v+1    T    V     'x+2  'y+2    ~r 
Xy~  L'y 


C,y     =     T.   !/),,,     -f     î>2.  *pxy     + 


Calcul  du  Symbole  axy.  —  Calculons  d'abord  les  valeurs  de  aa 
pour  deux  tètes  d'âge  égal 


_.  vx+1  Ui  k+i  +  ^<-'+2  L+8  k+8  +  •  •  •  4-  vw  lu,  lui  __  N. 
**  v*UL  D. 


De  là,  nous  passerons  à  la  valeur  de  aœy. 

Makeham  calcule  pendant  un  temps  t  la  mortalité  moyenne  des 
individus  d'âge  x.  Il  trouve  ainsi  le  taux  de  mortalité  pour  un 
temps  donné.  En  supposant  ce  temps  infiniment  court,  il  trouve 
le  taux  instantané  de  mortalité  ou  la  force  de  mortalité,  qu'il  désigne 
par  \\x,  u,,,  ...  Il  remarque  ensuite  que  si  l'âge  iv  est  tel  que 

M«,  =  ^  (M*  +  My)> 
on  aura  : 


Il  s'agit  donc  de  trouver  la  valeur  de  w.  On  cherche  dans  la 
table  le  taux  instantané  de  mortalité  pour  la  personne  d'âge  x, 
ainsi  que  pour  celle  d'âge  y.  La  moitié  de  la  somme  de  ces  deux 
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taux  donnera  la  valeur  de  \xv, .  La  valeur  de  iv  sera  donc  déter- 
minée. Connaissant  iv,  on  trouvera  facilement  la  valeur  alcw  qui 
égale  la  valeur  de  axy . 

Par  quel  âge  faut-il  remplacer  30  et  41  pour  calculer  le  symbole 
«3o:4i-?  fa  taux  oV intérêt  est  de  3  °/0.) 

M30  =  0, 007  68 
M«  =  0,010  25 

0,017  93  :  2  =  0,008  965  =  \xw. 

La  table  donne  : 

M36  =  0, 008  76 

u,.  =  0,009  01, 
donc  w  est  compris  entre  36  et  37. 

Pour  0,  000  25  on  a  une  différence  de  1  entre  les  âges, 

205 
Pour  0, 000  205  on  a  une  différence  de  ttftï  entre  les  âges; 
'  250  ° 

d'où: 


Or 


Donc 


90e» 

'"  = 36  m  ~ 36-82- 


«36:30    =     14,035 

«37:37  =   13,787 


0,248  de  différence. 


«30:  «  =  «36,82  =  36.82  =  14,035-^x0,248  =  14,035-0,203  =  13,832. 

La  même  loi  et  la  même  marche  s'appliquent  lorsqu'il  s'agit 
d'un  groupe  de  3, 4...  têtes.  On  prend  la  moyenne  arithmétique  des 
taux  instantanés  de  mortalité  de  chaque  tête  et  l'on  trouve  la 
valeur  w.  La  table  fifwww«,...  donnera  la  valeur  de  <*«*«,..,  (Cf.  Text 
Book.) 
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Appliquons  ces  notions  dans  l'exemple  suivant  : 

Quelle  prime  unique  doit  -payer  un  groupe  de  deux  têtes,  d'âge  30 
et  41  mis,  pour  recevoir  une  rente  viagère  immédiate  de  1000  francs, 
payable  jusqu'au  premier  décès?  (taux  d'intérêt  3  °/0.) 

La  prime  unique  est  «30:41.  Remplaçons  a-M.n  par  son  équiva- 
lente calculée  au  moyen  de  la  formule  de  Makeham  : 

#30:41    ==    «36,82:36,82   ===    1«»  Oo2. 

Donc  pour  1  franc  de  rente  immédiate  le  groupe  doit  payer 
13,832  francs;  pour  recevoir  1000  francs  de  rente  il  devra  payer 

1000  X  13,832  =  13  832  francs. 

Si  l'on  désire  connaître  la  rente  viagère  immédiate  qui  corres- 
pond à  une  prime  unique  de  1  franc,  la  solution  s'obtiendra  par 
une  simple  règle  de  trois  : 

Pour  une  prime  unique  de  13, 832  francs  on  reçoit  1  franc  de  rente. 

1 
Pour  une  prime  unique  de  1  franc  on  recevra  .  q  ^^  franc  de  rente. 

Si  l'on  paie  une  prime  unique  de  5000  francs  on  recevra 
5000 


13,  832 


361,48  francs  de  rente. 


Remarquons  que  cette  dernière  opération  peut  être  considérée 
comme  un  placement  à  7,23  °/0  mais  à  capital  abandonné  :  c'est- 
à-dire  que  durant  toute  la  durée  du  contrat  on  touche  à  peu  près 
7  1/4  °/0  de  son  argent,  mais  dès  qu'une  des  deux  personnes  meurt, 
la  survivante  n'a  plus  droit  à  rien,  ni  au  capital  de  5000  francs,  ni 
aux  intérêts  à  7  1/4  °/0. 

2°  Payable  jusqu'au  dernier  décès.  —  Désignons  par  a^  la  prime 
unique,  ou  la  valeur  actuelle  d'une  rente  viagère  immédiate  sur 
deux  têtes,  payable  jusqu'au  dernier  décès. 
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L'assureur  s'engage  à  payer  1  franc  durant  toute  la  vie  au 
groupe  xij,  s'il  n'est  pas  dissous,  et  à  continuer  la  rente  au  survi- 
vant jusqu'à  son  décès.  La  probabilité  qu'ont  les  assurés  de  toucher 
1  franc  de  rente  dans  un  an,  deux  ans,  etc.,  est  1px^,  ^p^,  etc.. 

Donc,  l'engagement  de  l'assureur  peut  se  représenter  par 

v.ip-j  +  v2.2p-  -f  ... 
ou  par  (*) 

(v.  xpa  -f-  v.  ,py  —  v.  !/).,„)  +  {v\  iPx  +  r.  .,/>    —  v2.  zPasy)  +  . . . , 

en  mettant  entre  parenthèses  les  termes  qui  ont  le  facteur  px ,  ceux 
où  entre  le  facteur  py  et  enfin  ceux  qui  ont  p:ci,  on  a  : 

—  (v.iPxy  +  v\2pxy  +  ...)  =  «,.  +  ay  —  ax>J, 

donc  (2)  : 

a-,  =  a*  -I-  ay  —  a    . 

21.  Rente  viagère  différée  sur  deux  têtes.  —  Cette  rente  a 
son  premier  terme  reculé  de  n  années.  Le  symbole  est  ,,'a    . 
L'engagement  de  la  Compagnie  ramené  à  sa  valeur  actuelle  est  : 

/,,.. ,,  /„■_  |  /, .  , ..  i  i       i    . 

~n — *~      — n *~  ••■! 


ou 


»":»&*    +    Vn+\r,^p 


Donc  : 

«l^  =  axv  —  {v.rfxy  +  r.  .2p,.„  +  •••  +  »'"'•  .-i/'..  -)■ 


P)  Cf.  p.  7. 

(2)  La  rente  viagère  immédiate,  payable  jusqu'au  dernier  décès,  peut  être 
considérée  comme  si  la  Compagnie  payait  deux  rentes  viagères  de  1  franc,  une 
à  chaque  tête  x,  y;  mais,  tant  que  le  groupe  xy  n'est  pas  dissous,  celui-ci 
ristourne  à  la  Compagnie  une  des  deux  rentes. 
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Nous  pouvons  aussi  considérer  la  rente  viagère  différée  sur  deux 
têtes,  comme  une  rente  immédiate  qui  commence  à  être  payée 
lorsque  les  deux  têtes  ont  (x  -j-  n)  et  (y  -f-  n)  ans. 

La  valeur  actuelle  de  cette  rente  sera  donc  ax+n. y+nvn. 

Or,  la  probabilité  que  le  groupe  reçoive  cette  rente  est  npX!/ . 

Donc  : 

Si  la  rente  est  payable  jusqu'au  dernier  décès,  l'équation  est  : 

La  Compagnie  payera  une  rente  de  1  franc  à  chacun,  mais,  tant 
que  le  groupe  n'est  pas  dissous,  ceux-ci  rendront  à  la  Compagnie 
une  des  deux  rentes  reçues. 

22.  Rente  viagère  temporaire  sur  deux  têtes.  —  Cette  rente 
est  payée  pendant  un  certain  temps,  m  années.  On  remarque  que 
sa  valeur  se  déduit  facilement  des  notions  précédentes.  Considé- 
rons-la comme  la  différence  entre  une  rente  viagère  vie  entière  et 
une  rente  différée.  Le  symbole  étant  \yilax,j,  l'équation  devient  : 

Si  la  rente  est  payable  jusqu'au  dernier  décès,  on  a  : 

I  m"xy    ~    '    |  mf*as      \       \  mf*y  I  m"xy  • 

23.  Rente  viagère  temporaire  et  différée  sur  deux  têtes.  — 
Cette  rente  est  payée  pendant  un  certain  temps,  m  années;  le 
premier  terme  n'en  est  payé  qu'après  n  années  accomplies. 

L'équation  sera,  si  la  rente  est  payable  jusqu'au  premier  décès, 

n|  »i''.c:i    ~=    i>i\"j;y  n+ml^xy  ' 

Si  la  rente  est  payable  jusqu'au  dernier  décès  : 

nfnflxy  n   rtflx  t\\wP"y  n\mf*xy  ■ 
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SECTION  II 

ASSURANCES -VIE 

24.  Assurance-Vie-entière  immédiate  d'un  groupe  de  deux 
têtes  x,  y. 

1°  Payable  à  la  fin  de  l'année  du  premier  décès.  —  C'est  un  con- 
trat par  lequel,  moyennant  une  prime  unique,  kxtJ ,  la  Compagnie 
s'engage  à  payer  1  franc  aux  ayants-droit  à  la  fin  de  l'année  dans 
laquelle  a  lieu  le  premier  décès. 

La  probabilité  que  le  groupe  sera  dissous  la  première  année  est  : 

1  iPxy  i 

la  seconde  année  : 

iP.v.i  tPxy  ?    etC 

L'égalité  entre  les  deux  engagements  ramenés  à  la  valeur 
actuelle  est  : 

A^,   =   V  (1  —  ^Vv)   +    V-  (lP*j  —  iPxy)   +    •  •  • 

Groupons  les  termes  positifs  ainsi  que  les  négatifs. 

A^  =  v  (1  -f-  v.  ,2^  +  c2-  tPx»  H )  -  (»■  iPx»  +  p8.  sP*»  H ) 

=  î?  +  v.  a^y  —  «.,,.,,  =  v  +  r/.c;/  (c  —  1) 
=  v  +  a-y(  r+7  —  lV-  »  (1  —  r.  a^). 

2°  Payable  au  premier  décès. 

Axv  =  p*(l  —  >-.axy). 

3°  Payable  au  dernier  décès. 

Âzy  =  pi  (1  —  r.  a^). 
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4°  Payable  à  la  fin  de  Vannée  du  dernier  décès. 
Ajy  =  v(l  —  r.  a-). 

25.  Assurance  différée  sur  deux  têtes,  payable  : 

1°  A  la  fin  de  Vannée  du  premier  décès.  La  Compagnie  paie 
l'assurance  si  le  premier  décès  n'arrive  pas  avant  n  années. 

n\&xy    =    v         (nPxy  n+lPxy)    ~"T    #         \n+\Pxy  n+iPxy)    T"    "  *  * 

n|AJ;v  =  v  (n\axv  —  n+l\aX!l  P). 
2°  ^4t<  premier  décès. 

n\Ax,j   =    V*  {n\axy  n+l\^xy  p)  > 

3°  Au  second  décès. 

tt|**âJ5   ==    ^'  KiA^xy  n+\\Q~xy  P)  ' 

4°  A  la  fin  de  l'année  du  dernier  décès. 

nl&xy    =    V  (n\Qxy  n+l\^côy  P/1 

26.  Assurance  temporaire  sur  deux  têtes,  payable  : 
1°  A  la  fin  de  l'année  du  premier  décès. 

UAa.v  =  v(l—  ,pxi)  -f-  v^dpxy  —  2pxv)  H f-  vm{,a_,iiX]l  —  mpxy). 

Remarquons  que  l'assurance  temporaire  est  la  différence  entre 
l'assurance-vie-entière  et  l'assurance  différée. 


|    A       —  A      IA 

\mcxxy  "-xy  m\"-xy 


2°  Au  premier  décès. 


\m"-xy  **xy  m\-^t-xy 
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3°  Au  dernier  décès. 

T—  —  T—  T— 

maxy  axy  ^*xy  • 

4°  A  la  fin  de  l'année  du  dernier  décès. 

i    A A—  IA  — 

ni'^xij  ■axy  in\**xy' 

27.  L'assurance  différée  temporaire  sur  deux  têtes,  peut 
être  considérée  comme  la  différence  entre  deux  assurances  diffé- 
rées, l'une  de  n  années,  l'autre  de  (w  -f-  m)  années. 

Les  équations  sont,  si  l'assurance  est  : 

1°  Payable  à  la  fin  de  Vannée  du  premier  décès. 

!    A       —     !  A       I A 

n   m^xy  nl-^xy  n+ni\ryxy  • 

2°  Payable  au  premier  décès. 

I   Â~     =    iâ~     IA 

3°  Payable  au  dernier  décès. 

-V  "     |     ■"•.vu  n+»i\"xy  • 

4°  Payable  à  la  fin  de  Vannée  du  dernier  décès. 

I    a IA—  IA— 

28.  Assurance  mixte  sur  deux  têtes,  payable  : 

1°  A  la  fin  de  Vannée  du  premier  décès. 

La  prime  unique  est  kxy  -t . 

L'engagement  de  la  Compagnie  est  égal  à  une  assurance  tempo- 
raire jusqu'à  la  wième  année  plus  un  capital  fixe  de  1  franc  si  le 
groupe  est  en  vie  à  cette  date. 
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La  valeur  actuelle  de  cet  engagement  est  : 

v  (1  —  iP,y)  +  *2  G#*  -  tP*y)  +  •  •  • 

+  <■"(„  tp,    -  ,/>.,.)  -;   »w. . /- ... 

—  (».  iP^  H h  i"'.  »&*)  +  ' "  ■ 

=  V  (1  +  U«^  —  0n.  „?>,,,)   —  l««a*  +  v"'-  n?^ 
=   V{\   +    |n«^  —  P-   !»<***  —  *>*•  »?«,)    +    »».  „? 

=  «  (1  —  r.  |Ha,;y  —  «w.  n|î^)  +  flw.  „/>*„. 
Donc  : 

A**  -,  —  »  (1  —  r.  \„aj:y  —  v".  nii,:y)  +  vn.  npxy. 

2°  Au  premier  décès. 

A^  -,  =  v*  (1  -  r.  \naxy  —  wn.  n^;;/)  +  vn.  npxy. 

3°  .4  m  dernier  décès. 

Â-j  -,  =  V'-  (1  —  r.  i,/<.-  —  r".  „;;.-,)  +  t;n.  npw- 
4°  yl  ?a  /m  de  l'année  du  dernier  décès. 

A-,  -|  =  v  (1  —  r.  !>//.-  —  tf*.  „p.-,)  +  *"•  ni^.-  • 

29.  Prime  annuelle  d'une  assurance  sur  deux  têtes.  —  Les 

groupes  des  assurés,  au  lieu  de  payer  en  une  fois,  payent  la  pre- 
mière année  la  prime;  la  seconde  année,  comme  il  n'y  a  plus  que 
l*+i  personnes  d'âge  x  +  1,  et  ly+ï  personnes  d'âge  y  +  1,  la 
probabilité  que  la  Compagnie  touchera  la  seconde  prime  est 
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L'engagement  des  assurés  ramené  à  l'époque  actuelle  est 

1  +  v.  xpm  +  v\  2pxv  H =  1  -f  axy 

fois  la  prime. 

Exemples: Pour V assurance-vie-entière  immédiate, payable  à  la  fin 
de  l'année  du  premier  décès,  la  prime  annuelle  est  : 

p  Axy        =  v  (1  —  r.  axtJ) 

r*y     ~  1  _j_  axy  1  +  aj:j      ' 

La  prime  annuelle  à' une  assurance  différée  payable  au  premier 
décès  est  : 

-  IÂ 

nl^xy  14-1         ri        ' 

en  effet,  la  première  année  la  Compagnie  reçoit  ;  P. ,,  ;  la  seconde 
année  la  Compagnie  a  la  probabilité  ip>xi,  de  recevoir  la  prime, . . .; 
au  commencement  de  la  wième  année  la  probabilité  est  , ._xp 

La  prime  annuelle  d'une  assurance  temporaire  payable  au  pre- 
mier décès  est  : 


p     = 

1  *■    Xtl 


\mL±X!/ 


!»»«■  xy  -j 


I  in— lHxy 


Pour  V assurance  mixte  payable  au  premier  décès,    la  prime 
annuelle  est  : 

A      - 

—  **-xy  n\ 


xy  n\ 


1     +     \H-l«.r:, 


Si  l'assurance  est  payable  à  la  fin  de  l'année  du  dernier  décès, 
ou  au  dernier  décès,  le  calcul  est  facile  ;  au  lieu  de  xy  on  a 
partout  ■;„. 
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SECTION  III 

ANNUITÉS  DE  SURVIE 

30.  L'annuité  de  survie  est  une  rente  que  la  Compagnie  paie 
à  une  personne  après  le  décès  d'une  autre  personne. 

C'est  un  contrat  par  lequel  la  Compagnie  s'engage  à  payer  une 
rente  fixe  à  un  bénéficiaire  déterminé  par  l'assuré,  si  celui-ci 
meurt  le  premier.  Si  la  mort  frappe  d'abord  le  bénéficiaire,  le 
contrat  cesse  d'exister. 

Cette  rente  peut  être  immédiate,  différée  ou  temporaire. 

31.  Annuité  de  survie  immédiate.  —  La  prime  unique  qui 
garantit  une  rente  de  1  franc  payable  à  y  à  la  fin  de  l'année  du 
décès  de  x  est  ax\y. 

La  probabilité  que  x  meure  la  première  année,y  étant  en  vie, est  : 

iVxy  =  |iQ*  X  xpx, 
et  ainsi  de  suite. 
L'équation  est  : 

aj.v  =  v.  |iQ.,  X  ipv  +  v\  \2QX  x  ip,j  +  •••. 

=      V    (1     —     ^x)     ^y       +       V2   (1      —     ^     2Py       -f        ..-. 

"y  ^*xy  ' 

Ce  contrat  peut  être  considéré  comme  si  la  Compagnie  payait  la 
rente  viagère  à  y  durant  toute  sa  vie,  mais  tant  que  le  groupe  xy 
n'est  pas  dissous,  y  doit  ristourner  la  rente. 

32.  Annuité  de  survie  différée. 

33.  Annuité  de  survie  temporaire. 

\nv*x\y    ~    '    \iiiS* y  \m"xy 
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34.  Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  déterminer  le  bénéficiaire 
comme  nous  venons  de  le  faire,  on  contractait  une  police  par 
laquelle  la  Compagnie  s'engageât  à  payer  une  rente  de  1  franc 
après  le  premier  décès  quel  que  fût  le  survivant,  ce  dernier,  tant 
qu'il  resterait  en  vie,  jouirait  de  la  rente  de  1  franc. 

Les  formules  sont  : 

35.  Annuité  de  survie  immédiate. 

(*k  =  ax  -\-  av  —  %a    . 

36.  Annuité  de  survie  différée. 

ni1*  xy    nx^x  —,    llxv  • 

37.  Annuité  de  survie  temporaire. 

Ces  contrats  pourraient  être  remplacés  par  ceux-ci  :  La  Compa- 
gnie paie  une  rente  immédiate,  différée  ou  temporaire  de  1  franc 
à  chacun  durant  sa  vie,  mais  tant  que  le  groupe  reste  en  vie,  les 
deux  têtes  ristournent  la  rente  reçue. 
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SECTION  IV 


DOTATION  D'ENFANT 

38.  L'Assurance  dotale  est  un  contrat,  fait  en  faveur  d'un 
enfant,  par  lequel  la  Compagnie  s'engage  à  payer,  contre  une 
prime  annuelle,  un  capital  déterminé  à  une  époque  fixée  d'avance, 
si  l'enfant  est  vivant  à  cette  époque.  En  cas  de  décès  du  père,  ou 
du  contractant  payeur  des  primes  annuelles,  celles-ci  cessent 
d'être  dues,  et  l'enfant,  s'il  vit  à  l'époque  prévue,  reçoit  le  capital 
déterminé. 

Égalons  l'engagement  des  pères  et  l'engagement  de  la  Com- 
pagnie. 

Supposons  l„  pères  de  famille;  ils  paient  une  prime  annuelle  de 
P.,.?)  pour  assurer  à  leur  fils,  âgé  de  ij  ans,  lorsque  ce  dernier 
aura  atteint  l'âge  de  n  années,  un  capital  de  1  franc. 

La  probabilité  que  le  père  (x)  et  le  fils  (y)  atteignent  l'année 
suivante  est  : 

^•+1  'y+l 


1,1,     ' 

qu'i 

ils  atteignent  la  deuxième  année 

kv+Z  ly+2 

''x  'y 


et  ainsi  de  suite. 
La  Compagnie  recevra  la  première  année  : 
lx  fois  P^f. 


La  seconde  année  : 


et  ainsi  de  suite. 


k+L^foisP» 


''x  ly 
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La  wièœe  année  : 

/---1?-'-— '  fois  P.  I  ■ 

Ramené  à  la  valeur  actuelle,  l'engagement  des  assurés   est 
représenté  par  : 

P.."  (1  +  P-iP^y  +  *.*P*»  4-  •••  +  r"1.  „_,/>..,). 

La  Compagnie  doit  1  franc  si  le  fils  y  est  en  vie  après  n  années: 
la  valeur  actuelle  de  cet  engagement  est  : 

,-• 

'y 

L'équation  est  donc  : 

'  •    V 


P      - 


1  ±  ».     —  ,  " 


APPENDICE 


RESUME     DES     PRIMES 

ASSURANCE  SUR  UNE  TÊTE 

Assurance- vie-entière. 

P  M.  A  M,. 

Assurance-vie-entière  à  primes  temporaires. 

_  Mx 

Assurance  différée. 

M 
ip    


N.,_,  -  N    „  . 

Assurance  temporaire. 

M,.,  -  M„.+„ 
U  "  ""  N,.,  -  N^^ 
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Assurance  différée  temporaire. 
I  P    = 


M 

x+n  alx+n+m 


™œ— 1  ^*x+n— 1 

Assurance  mixte. 

M    -  M  h,  +  D^ 


P,r,  = 


i  iv         IV 

Assurance  à  terme  fixe. 

p      _  f"-D.c 

Assurance  mixte  à  capital  doublé. 


t/B  ni     — 


^  x— 1  ^ar-j-n— 1 

Valeur  d'une  police  à  une  époque  donnée. 

■y  _     M.r-j-/'  *X   ^*J4-»'  — 1 

n'a;  T\  ' 

Valeur  d'une  police  libérée. 

V 

w    —  "  -v 

n  »"  a;  a 

Assurance  au  décès. 

P  =  pï.  P        Â  =  pï.  A. 

RENTES  VIAGÈRES  SUR  UNE  TÊTE 

Rente  viagère  immédiate. 

N. 


—  5< 

Rente  viagère  différée. 


N 

la*  ~  UT 


Rente  viagère  temporaire  immédiate. 

N,  -  N,.+>l 


id.n      


D* 


Rente  viagère  temporaire  différée. 


H  '  ilt'Kc 


RENTES  VIAGÈRES  SUR  DECJX  TÊTES 
Rente  viagère  immédiate. 
Premier  décès. 

Dernier  décès. 

«.-  =  a.v  +  ay  —  axy. 

Rente  viagère  différée. 
Premier  décès. 

Dernier  décès. 
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Rente  viagère  temporaire. 
Premier  décès. 

Dernier  décès. 

Rente  viagère  temporaire  différée. 

Premier  décès. 

fi     —     a      fi 

Dernier  décès. 

'/  —    =  ri       —  ri       —  ri 

ASSURANCES-VIE  SUR  DEUX  TÊTES 

Assurance  immédiate. 

A  la  fin  de  l'année  du  premier  décès. 
A,.;/  =  v(l  —  r.  a    ). 

Au  premier  décès. 

A  -  =  i-ï  (1  _  r.  a    i. 

Au  dernier  décès. 

A—  =  p*  (1  —  r.  '/-). 

A  la  fin  de  l'année  du  dernier  décès. 
A—,  =  v(\  —  r.a~). 


Assurance  différée. 

M|A,,V    =    V*  (nlClxy  —  n+ij^yP). 

n| A.—,  =  y*  (,1!(/~  —  -Miir'~/P)- 

h|a-  =  <■(.>-  — ,.  i  "-p). 

Assurance  temporaire. 

I    A       =   A       I A 

I  maxy  "xy  m\  ".>■.'/  • 

I     T        —    T        IÂ~ 

\mcxxy  axy  m\"xy  • 

|»(A~/    =    A^  m|A^. 

I     A—    :    A—    I  A  — 

\maxy    —    &xy  m\&xy  • 

Assurance  différée  temporaire. 

l    A       I A       !  A 

I      A  IA  IÂ" 

.-    maxy  .1    °j;i/  n+m\  axy  ■ 

I      Â"_     _  |T_    l'A  — 

n]maxy  n\axy  n+m\"xy  • 

|    A—   !  A—  I  A  — 

n I mcxi cy  ■)i\Jrl xy  n+  m\a xy  • 

Assurance  mixte. 

A^  jt,  =  v.  (1  —  r.\ua,,,,  —  vn.  i:^,,,)  +  v\  ..[>, ..... 
À"**  3  =  t»*  (1  —  r.\naxy  —  vn.  npj;y)  -f-  v":  n$m 
A-  -,  =  i>ï  (1  —  r. >.-,  —  »n.  „i^)  +  v\  ,.,<- 
A,-  r,  =  v.  (1  —  r.|na^  —  v\  np^)  -f  »*• .  V" 
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Prime  annuelle  de  l'assurance  sur  deux  têtes. 
Annuité  de  survie  [bénéficiaire  (y)  déterminé]. 
immédiate 

"x'y    =—    "y  ' 

différée 
temporaire 

\>n^x  y    |  m  *       ~  • 

Annuité  de  survie  [bénéficiaire  (x)  ou  (y).] 
immédiate 

différée 

n\Q>xy  ==    n\"x   ~\~    n,Uy  —  i    " 

temporaire 

.    I    nA.  __    |    n        I       !    n      9      n 

I         —  _ 

Dotation  d'enfant 

r*y  —  i   _+_  a      _      a     ' 
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ta 
•w 
ce 

co 
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Q 
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fc 

PS 

W 

w 

rt 
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£h 

en 
Q 
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H 

H 
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C        G 


ce;    ce; 


TABLE   DE   MORTALITE   DE   QUETELET 


TABLE    DE    COMMUTATION 


i, 


D. 


«.-Su. 


c,, 


LU 


0 

1000 

1 

850 

2 

788 

3 

758 

4 

738 

5 

725 

6 

715 

7 

707 

8 

700 

9 

694 

10 

689 

11 

683 

12 

678 

13 

673 

14 

668 

15 

663 

16 

657 

17 

652 

18 

647 

19 

641 

1000. 
825. 242  900 
742.  765  648 
693.  677  636 
655.  703  406 

6-25. 391  525 
598.  SOI  060 
574.  856  044 
552. 586  300 
531.893  398 

512.  680  766 
493. 413  553 
475.  535  640 
458.2S0023 
441.626  824 

4Û25.  554  506 
409.420  719 
394.  470  432 
380.044  565 
365  553  326 


17  840.231821 
17  014.988921 
16  272. 223  273 
15578.545  637 
14  922.842  231 

14  297.450  706 
13  698.649  646 
13  123.793  602 
12  571.207  302 
12039.313  904 

11526.633  13S 

11033.219  585 

10  557. 683  945 

10099.403  922 

9  657.  777  098 

9  232.  222  592 
8  822.  SOI  873 
8428.331441 
8048.286  876 
7  682.  733  550 


145.  631  100 
58. 440  952 
27. 454  260 
17.769  740 
11.213917 

8.374840 
6.504  736 
5.525863 
4.  598  502 
4.  720  470 

4.331526 
3. 506  900 
3. 404  755 
3.  305  590 
3.209  310 

3.  719  C02 
3.  025  080 
2. 936  975 
3.  421  716 
3.  322  056 


451.255  463 
305.  624  363 
247.183  411 
219.  729  151 
201.959  411 

190.745  494 
182.370  654 
175  865  918 
170.340055 
165.  741  553 

162.021083 
157.636  557 
154.  179  657 
150.774  902 
147.469  312 

144.260002 
140.  521  COO 
137.  495  920 
134.558945 
131.137  229 
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X 

h 

\)    =vHJ: 

a  -  v*+idx 

«.-Ça 

20 

635 

351.584  260 

7  331.149  290 

3.225  294 

127.815173 

21 

629 

338.118  321 

6  993.030  969 

3.131358 

124.589  879 

22 

623 

325. 139  339 

6  667.891630 

3. 546  844 

121.45S521 

23 

616 

312.122  272 

6  355.  769  358 

2.951604 

117.911677 

24 

610 

300.  079  740 

6  055.  689  618 

2. 865  636 

114  960  073 

25 

604 

288.474024 

5  767.215  594 

3.245865 

112.094437 

26 

597 

276.825  915 

5  490  389  679 

2.  701  134 

108. 848  572 

27 

591 

266.  061  699 

5  224.  327  980 

2.  622  462 

106. 147  438 

28 

585 

255. 690  045 

4  968.  637  935 

2. 546  076 

103.524  976 

29 

579 

245.  696  334 

4  722. 941  601 

2.471922 

100. 978  900 

30 

573 

236.068  551 

4  486. 873  050 

2. 399  922 

98. 506  978 

31 

567 

226.  792  629 

4  260.080  421 

2.  330  022 

96. 107  056 

32 

561 

217.857  057 

4  042.223  364 

2.  262  156 

93.  777  034 

33 

555 

209. 249  430 

3  832. 973  934 

2.  196  270 

91.514878 

34 

549 

200.  958  705 

3  632.015229 

2.132  298 

89.318  608 

35 

513 

192.972  969 

3  439. 042  260 

2.415  224 

87.186  310 

36 

536 

184.937  152 

3  254.105108 

2. 009  898 

84.771086 

37 

530 

177.540990 

3  076  564118 

1.951356 

82.  761  188 

38 

524 

170.418  424 

2  906  145  694 

2.210  278 

80.809  832 

39 

517 

163.244818 

2  742.  900  876 

1.839  342 

78. 599  554 

40 

511 

156.650  627 

2  586. 250  249 

2. 083  396 

76.760212 

41 

504 

150.004  512 

2  436. 245  737 

2.022  713 

74.676816 

42 

497 

1Î3.612  623 

2  292.633114 

1.963801 

72.654103 

43 

490 

137.466070 

2  155. 167  044 

1.  906  604 

70.690302 

44 

4S3 

131.555  676 

2  023.611368 

1.851073 

68.  783  698 

45 

476 

125.872  964 

1897.738404 

1.797159 

66. 932  625 

46 

469 

120.409  653 

1  777.  328  751 

1.744813 

65.135  466 

47 

462 

115.157  658 

1  662.  171  093 

1.693  993 

63. 3rJ0  653 

48 

455 

110.109  545 

1  552. 061  548 

1.644  650 

61.696  660 

49 

44S 

105.  257  600 

1416.803  948 

1.824  856 

60. 052  010 

60  — 


X 

/. 

D,  =  r   / 

Cx  =  r    l  d 

H.-JC 

50 

440 

100.367  080 

1  346.  436  868 

1.771704 

58.  227  154 

51 

432 

95.672016 

1  250.  764  852 

1.720  104 

56. 455  450 

52 

424 

91.165  512 

1  159.599  340 

1.878  750 

54.  735  346 

53 

415 

86.  631 250 

1  072. 968  090 

1.824  030 

52.  S56  596 

54 

406 

82.284020 

990. 6S4  070 

1.770  903 

51.032  566 

55 

397 

78.116  499 

912.567  571 

1.910  360 

49.261663 

56 

3^7 

73. 930  932 

838. 636  639 

1. 854  720 

47.  351  303 

57 

::!77 

69.  922  944 

768.713  695 

1. 800  7C0 

45. 496  583 

58 

367 

66. 085  690 
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0. 003  83 
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